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APPROXIMATION OF GRADIENT OF THE CONVEX FUNCTIONS
BASED ON Φ-TRIANGULATION
E.G. Grigorieva, V.A. Klyachin
The class ofΦ-triangulations of a finite set of P points in Rn similar to classical Delaunay triangulation
is introduced. Such triangulations are constructed using the condition of empty intersection with the
set P of the interior of every convex set from a given family of convex, bounded sets whose boundary
contains vertices of the simplex of the triangulation. In this case, the classical Delaunay triangulation
corresponds to the family of all balls in Rn . We use of Φ-triangulations to obtain estimates of the error
of approximation of the derivatives of C 2-smooth convex functions by piecewise linear functions.
Keywords: Delaunay triangulation, empty sphere condition, convex set families, piecewise approximation.
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В работе строится C∗–алгебра над частично–упорядоченным множеством, в каж-
дой точке которого задано гильбертово пространство. Доказывается, что эта ал-
гебра является градуированной по 1-й гомотопической фундаментальной группе дан-
ного частично-упорядоченного множества.
Ключевые слова: C∗–алгебра, градуированная C∗–алгебра, полугруппа путей,
частично-упорядоченное множество, 1-я гомотопическая фундаментальная груп-
па, оператор частичной изометрии.
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Работа посвящена исследованию C∗–алгебр, заданных на тройке
(K , Ha ,γba)a≤b∈K , где K — частично–упорядоченное множество, Ha — гильбер-
товы пространства (пространства состояний), а γba : Ha → Hb — изометрические
вложения. Данная задача возникает при алгебраическом подходе к квантовой
теории поля, основы которого были разработаны в [1, 2]. В работах [3–5] Допличе-
ром и Робертсом была установлена связь между полевым описанием физической
системы и описанием, основанном на алгебре наблюдаемых. В настоящей работе
используется аксиоматический подход к описанию полугруппы путей, который
отличается от подхода Допличера и Робертса. Основным объектом исследования в
нашем случае является пространство состояний, с помощьюкоторогомыисследуем
алгебру наблюдаемых над частично-упорядоченным множеством. Работа является
продолжением исследований, начатых в работе [6].
Пусть K — частично–упорядоченное множество с отношением порядка ≤, удо-
влетворяющим свойствам рефлексивности, антисимметричности и транзитивно-
сти. Элементы a and b называются сравнимыми на K , если a ≤ b или b ≤ a. Назовем
множество K направленным вверх, если для любых a,b ∈ K существует c ∈ K , такой,
что a ≤ c и b ≤ c.
Пусть задана тройка (K , Ha ,γba)a≤b∈K , где Ha — гильбертовы пространства с ба-
зисом {ean}
∞
n=1, а γba : Ha → Hb — изометрические вложения, заданные для a ≤ b,
отображающие базис {ean}
∞




n=1 и удовлетворяющие соотношениюγca =
γcb ◦γba, если только a ≤ b ≤ c.
Приведем определение пути на K . Подробное описание можно посмотреть в [6].
Назовем упорядоченную пару (b, a) для b ≤ a или (b, a) для b ≥ a наK элементарным
путем. При этом ∂1p = a называется начальной точкой пути и ∂0p = b — конечной
точкой. Определим обратный путь p−1 = (a,b) для p = (b, a) и p−1 = (a,b) для p =
(b, a). Пару (a, a) = (a, a) = ia назовем тривиальным путем. Символом 0 обозначим
нулевой путь, не имеющий начальной и конечной точек.
Пусть p1, . . . , pn — элементарные пути, такие, что ∂0pi−1 = ∂1pi для i = 2, . . . ,n.
Определим путь p как последовательность
p = pn ∗pn−1∗ . . .∗p1.
При этом ∂1p = ∂1p1 — начальная точка пути p и ∂0p = ∂0pn — конечная точка. Об-
ратный путь определяется как
p−1 = p−11 ∗p−12 ∗ . . .∗p−1n .
Определим произведение путей, продолжив операцию "∗" для любых p и q:
p ∗q =
{
p ∗q если p ̸= 0, q ̸= 0 и ∂1p = ∂0q,
0 в противном случае.
Полугруппой путей S называется множество всех путей на K с бинарной операци-
ей "∗", удовлетворяющей аксиомам для любых a,b,c ∈K , таких, что a ≤ b ≤ c,
1. (a,b)∗ (b,c)= (a,c);
2. (c,b)∗ (b, a)= (c, a);
3. (b, a)∗ (a,b)= ib , (a,b)∗ (b, a)= ia ;
4. (a,b)∗ ib = (a,b), ia ∗ (a,b)= (a,b);
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5. (b, a)∗ ia = (b, a), ib ∗ (b, a)= (b, a);
6. ia ∗ ia = ia .
Назовем p ∈ S петлей, если ∂0p = ∂1p. Обозначим черезGa , a ∈K множество всех
петель, имеющих начальную и конечную точку a. В работе [6] показано, что Ga яв-
ляется подгруппой в S с единицей ia и описаны свойства этой группы и полугруппы
S. Отметим, что если K — направленное вверх множество, то Ga — тривиальна.
Множество K называется связным, если для любых a,b ∈ K существует путь p,
такой, что ∂0p = a, ∂1p = b. Далее в статье будем считать, что множество K связное.
В работе [6] было показано, что для связного множества K справедливоGa ∼=Gb для
любых a,b ∈K .
Пусть π1(K ) — 1-я (гомотопическая) фундаментальная группа частично-
упорядоченного множества K (см. работы [3–5]).
Теорема 1. Имеет место изоморфизм π1(K )∼=Ga для любого a ∈K .
Для любого a ∈K определим Sa =
{






f : Sa →C |
∑
p∈Sa












образует ортонормированный базис в l 2(Sa), где ep (p ′)= δp,p ′ — символ Кронекера.
ПустьH = ⊕
a∈K
Ha⊗l 2(Sa). Для любых a,b ∈K , a ≤ b, определим оператор частич-
ной изометрии χba :H →H следующим образом:
χba(h⊗ep )=
{
γba(h)⊗e(b,a)∗p если h ∈Ha и ∂0p = a,
0 в противном случае.
Отметим, что χba(Ha ⊗ l 2(Sa))⊆Hb ⊗ l 2(Sb). Сопряженным оператором к χba явля-
ется оператор χb∗a :H →H , действующий следующим образом:
χb∗a (h⊗ep )=

h′⊗e(a,b)∗p если существует h′ ∈Ha, такой,
что h = γba(h′) и ∂0p = b,
0 в противном случае.
Лемма 1. Справедливы следующие утверждения:
1) χca =χcbχba , если a ≤ b ≤ c.
2) χc∗a =χb∗a χc∗b , если a ≤ b ≤ c.
3) χb∗a χba = IHa ⊗ Ia , где IHa ⊗ Ia :H →Ha ⊗ l 2(Sa) — проектор.
4) χbaχ
b∗
a = PHb ⊗ Ib, где PHb ⊗ Ib :H ,→Hb ⊗ l 2(Sb) — проектор.
Лемма 2. Для любых сравнимых b,d ∈K если a,c ≤ b и a,c ≤ d , то χb∗c χba =χd ∗c χda .
Множество изометрий {χba}a,b∈K ,a≤b может быть расширено до {χp }p∈S следую-
щим образом. Если
p = (a2n , a2n−1)∗ . . .∗ (a3, a2)∗ (a2, a1)∗ (a1, a0)
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— произвольный путь, то
χp =χa2n−1∗a2n . . .χa1∗a2 χa1a0 .
При этом χ∗p =χp−1.
Назовем областью определения пути p множество
Dp = {h ∈H∂1p | χp (h⊗eq ) ̸= 0 если ∂0q = ∂1p}.
Заметим, что для равных путей p = q ∈ S необязательно должно выполнять-
ся Dp = Dq . Например, если p = ia = (a,b) ∗ (b, a) для a ≤ b, то Dp = Ha , а если
p = ia = (a,c)∗ (c, a) для c ≤ a, то Dp ⊆Ha .
Теорема 2. Пусть p = q ∈Ga . Тогда χ∗pχq = PHa ⊗ Ia .
Следствие 1. Для любой петли p ∈Ga справедливо χ∗pχp = PHa ⊗ Ia . Причем здесь
PHa — есть проектор на область определения Dp−1∗p .
Следствие 2. Если K —направленное вверх множество, то для любой петли p ∈Ga
справедливо χp = PHa ⊗ Ia . Здесь PHa — есть проектор на область определения Dp .
Будем называть отображение χp циклом, если p есть петля.
Любой цикл χp , p ∈ Ga , имеет вид χp = Up ⊗ Lp , где Up : Ha → Ha — оператор
частичной изометрии, а Lp : l 2(Sa)→ l 2(Sa) — оператор, соответствующий петле p,
такой, что Lp eq = ep∗q .
Пусть p = q ∈Ga . Тогда Lp = Lq , но, вообще говоря,Up ̸=Uq . Из следствия 3 име-
ем: χ∗pχp = PHa ⊗ Ia . Будем обозначать этот проектор PHa через Qp . Таким образом,
χ∗pχp =Qp ⊗ Ia и χ∗qχq =Qq ⊗ Ia .
Для p = q определим отношение порядка на циклах: χp ≤ χq , если Qp ≤ Qq .
Нетрудно видеть, что справедливы неравенства
χ∗pχq ≤χ∗qχq ; χ∗pχq ≤χ∗pχp . (1)
Определим для p = q операцию сложения циклов χp ∨χq следующим образом:
1) если Qp +Qq — снова проектор, т.е. QpQq = 0, то χp ∨χq =χp +χq ;
2) если QpQq =Q ̸= 0, то χp ∨χq =χp +χq ((Qq \Q)⊗ Ia).







Лемма 3. Справедливы следующие утверждения:
1) Если p = q, то χˆp = χˆq .
2) χˆp χˆq = χˆp∗q .
ПустьAa,e —подалгебра в B(Ha⊗ l 2(Sa)), замкнутая в сильно-операторной топо-
логии, порожденная циклами χp = PHa ⊗ Ia . Отметим, что эта алгебра будет содер-
жать, в частности, операторы вида χˆ∗p χˆp .
Рассмотрим семейство банаховых пространств Aa,p = Aa,e χˆp , p ∈ Ga . Они за-
мкнуты и Aa,e соответствует единице ia группы Ga .
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Пусть Aa — замкнутая в равномерной норме подалгебра в B(Ha⊗ l 2(Sa)), порож-
денная элементами из семейства Aa,p , p ∈Ga .
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π1(K )–GRADED C∗–ALGEBRAS GENERATED BY PARTIALLY ORDERED SET
S.A. Grigoryan, E.V. Lipacheva, A.S. Sitdikov
In this paper we construct the C∗-algebra over a partially ordered set, at each point of which there is
given a Hilbert space. It is proved this algebra is graded by the 1st homotopy fundamental group of the
partially ordered set.
Keywords: C∗–algebra, graded C∗–algebra, path semigroup, partially ordered set, 1st homotopy funda-
mental group, operator of partial isometry.
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В статье обсуждается новое условие единственности корня уравнения Гахова.
Ключевые слова: уравнение Гахова, класс Гахова.
Следующее утверждение устанавливается в рамках подхода, использованного в
работах [1], [2]. Пусть H˜0 – класс всех голоморфных и локально однолистных функ-
ций f (ζ)= ζ+ . . . в круге D= {ζ ∈C : |ζ| < 1}, G˜1 – регулярный класс Гахова, состоящий
